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INTRODUCTION 
Le travail qui suit est essentiellement consacre aux topologies artiniennes 
sur un anneau ou un module: une topologie sur un anneau A (resp. un 
module M) est artinienne * elle est IinCaire et pour tout idCal ouvert Fa 
(resp. tout sous module ouvert M,), A/TX (resp. M/Me) est un A-module 
artinien. La plupart des Ssultats obtenus concernent le cas commutatif. 
On commence par une Ctude des modules artiniens dans le chapitre I, 
Ctude entreprise dans [12, 131 d ans le cas oh l’anneau de base est noethkrien. 
On montre d’abord que tout module artinien est somme directe de sous- 
modules ayant un seul idCal maximal associk (modules antiprimaires). 
On dkmontre dans un second paragraphe un thkortme de structure des 
modules artiniens: tout module artinien sur un anneau quelconque peut 
ktre consid&& comme un module artinien sur un anneau noethkrien semi-local 
complet. 
Au chapitre II, on Ctudie les anneaux topologiquement artiniens. Le 
&park complCtC A d’un anneau topologiquement artinien A s’interprkte 
comme un anneau d’endomorphismes Hom,(V& E) oh E est “l’injectif 
essentiel” associk & A et VE l’ensemble des ClCments annul& par un idCal 
ouvert de A. On en dCduit des propriCtCs d’exactitude du foncteur complkion 
et des critkres de platitude du A-module a. On donne ensuite la structure 
des anneaux topologiquement artiniens &pa& complets (sic) qui n’est pas 
sans rappeler les thCor&mes de structure des anneaux locaux noethkriens 
complets de I. S. Cohen. 
* 1’~ Thtse prtkentte au Centre d’orsay, Universitt Paris, Sud pour obtenir le 
grade de Docteur es Sciences MathCmatiques, Juin 1971. 
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On introduit au chapitre III la notion de topologie d’Artin Rees sur un 
anneau: ce sont des topologies lineaires telles que pour tout A-module 1W 
de presentation finie et tout sous module N de type fini et tout ideal ouvert F, 
il existe un ideal ouvert 7 tel que FN 1 FM n N (condition RF(M)). 
Si C! est la sous categoric fermee de Mod A au sens de [8] correspondant 
a la topologie donnee %? sur A, on montre que %? est d’Artin Rees * le plus 
grand sous module de tout module injectif sit& dans C est absolument 
pur. L’exemple des anneaux sic non noetheriens montre que cette condition 
est strictement plus faible que la condition de stabilite de C par enveloppes 
injectives [8, Chap. V]. Q uand @? est d’Artin Rees, le foncteur completion 
transforme suites exactes de modules de presentation finie en suites “presque” 
exactes, resultats obtenus g&e au lemme de densite (Sect. 1). Quand l’anneau 
est coherent, pour qu’une topologie soit d’Artin Rees, il faut et il suffit 
que RF(A) soit vraie. On peut alors completer certains rtsultats du chapitre II 
concernant la platitude du s&pare d’un anneau topologiquement artinien. 
Dans un dernier paragraphe, on Ctudie comme application du lemme 
de densite le contre module d’un cogenerateur injectif, on montre que 
c’est un module absolument pur mais non injectif en general; dans le cas 
oh il est injectif, on rejoint des situations d&rites dans [9, Chap. V; 141. 
Je suis profondement reconnaissant a Monsieur P. Samuel pour l’aide 
tant scientifique que morale qu’il m’a apportee. Nos relations, souvent 
Cpistolaires a cause de l’eloignement, ont pourtant joue un role de&if 
dans la realisation de ce travail. 
Les conversations que j’ai eues avec mon ami R. Goblot ont CtC t&s 
fructueuses, qu’il soit ici particulierement remercie. 
Je dois aussi beaucoup a ma femme, Suzanne, pour les encouragements 
qu’elle n’a cesse de me donner et pour son soutien moral. 
Je remercie Monsieur V. Poenaru, pour l’interessant second sujet qu’il 
m’a propose. 
Enfin, je remercie Mme Martin, du Service de Mathematiques, du C.S.U. 
d’Avignon, qui a bien voulu se charger du travail de dactylographie. 
I _ MODULES ARTINIENS 
1. Dtkomposition antiprimaire 
On se donne dans ce paragraphe un anneau commutatif unitaire quelconque 
et un module artinien sur cet anneau dont on se propose d’etudier l’assassin. 
Les resultats obtenus sont bien connus quand le module est de longueur 
finie, aussi pouvons nous commencer par donner un premier exemple de 
module artinien non noetherien: 
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PROPOSITION 1.1. Soit A un anneau dans lequel il existe un ideal maximal 
engendre’ par un element a non diviseur de 0, alors si i designe l’application 
canonique -il - A, , le module AR/i(A) est artinien non noethe’rien. 
11 suffit de remarquer que tous les sous modules de A&(A) sont principaux 
et engendres par les classes des elements l/a71 de A, . 
Dans toute la suite de ce paragraphe A designe un anneau commutatif 
unitaire quelconque. 
PROPOSITION I .2. Soit M un A-module artinien. Alors: 
(i) Pour que Ass(M) ne soit pas vide, il faut et il su#it que M # (0). 
(ii) Tout element de Ass(M) est un ideal maximal de A. 
(iii) Ass(M) = Supp(M). 
(iv) Ass(M) a un nombre jini d’elements, 
(i) La condition est kidemment necessaire. Inversement si M # {0}, 
soit N un sous module minimal non nul de M, alors N est simple et son 
annulateur est un ideal maximal de A. 
(ii) Soit Ann x = p E Ass(M). Si a E A, a $p, il existe un entier 
s > 0 tel que Aasx = Aas%, done b E A tel que aS(l - ab)x = 0 et 
comme a” $p, 1 - ab E p et A/p est un corps. 
(iii) On a toujours Ass(M) C Supp(M). L’inclusion opposee resulte du 
lemme suit-ant: 
LEMWIE. Soit S une partie multiplicative de A, I$ l’ensemble des ideaux 
maximaux de r-l qui ne rencontrent pas S, M un A-module artinien. Alors 
l’application m ---f SFm est une bijection de Ass,(M) n # sur Asss-l,(S-iM). 
En vertu de [6, Chap. IV, Sect. 1, Proposition 51, il suffit de montrer que 
cette application est surjective. Or si m est tel que S-rm = Ann(x/t) ou 
.Y E M et t E S, on a m = Ann(s,x) oh (sOx) est un Clement minimal de la 
famille des sous modules monogenes de M de la forme (sx) oh s E S. 
Si p est maintenant un Clement de Supp(M), il existe d’apres le lemme 
applique a S = A - p, un Clement m E Ass M tel que m Cp done p = m 
puisque m est maximal. 
(iv) Les sous modules monogenes (x) de M tels que Ann x E Ass M 
sont simples d’apres (ii), l’assertion resulte done du fait que le socle d’un 
module artinien est de longueur finie. 
COROLLAIRE 1. Si Nest un sous module de M, Ass M = Ass N u Ass M/N; 
c’est une consiquence immediate de (iii). 
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COROLLAIRE 2. Avec les notations du lemme, le noyau de I’application 
canonique M + FM est l’unique sous module de M qui ve’ri$e les relations 
Ass N = Ass M - (4 n Ass M) et Ass M/N = #I CT Ass M. 
En vertu de (i), ceci se demontre comme [6, Chap. IV, Sect. 1, Proposi- 
tion 61. 
Xous caracterisons maintenant les modules artiniens dont l’assassin est 
reduit a un seul Clement. 
PROPOSITION 1.3. Soit M un A-module artinien. Les conditions suivantes 
sont e’quivalentes: 
(a) Ass(M) est rkduit ci un seul e’l~ment. 
(b) M # {0} et toute homothe’tie est, soit bijective, soit presque nilpotente. 
On dira alors que M est antiprimaire; si m est l’ensemble des a E A tels 
que l’homothetie de rapport a soit presque nilpotente, on a Ass(M) = {m}. 
M&me demonstration que [6, Chap. IV, Sect. 2, Proposition l] en vertu 
de (i) et en remarquant que dans un module artinien, tout endomorphisme 
injectif est surjectif [5, Chap. VIII, Sect. 2, Proposition 4, Lemme 31. 
PROPOSITION 1.4. Soit M un A-module artinien, (QJis, une famille de 
sous modules de M antiprimaires et posons Ass Qi = {mi}. Aloes: 
(a) Sipour tout i, mi = m, Ciel Qi est m-antiprimaire (i.e., Ass C Qi = 
WI. 
(b) Si i # j implique mi # mj , &I Qi = &I Qi . 
(a) En effet Ass(zi.1 Qi) = Supp(C Qi) = u Supp Qi = {m}. 
(b) Soit i E I, alors Ass(Qi n Cjfi Qf) = o done Qi n Cj+i Qi = (0) 
(Proposition 1.2(i)). 
DEFINITION. Soit M un A-module artinien. On appelle decomposition 
antiprimaire de M une famille finie (Q&, de sous modules de M telle que 
M = CiEI Qi . Posant Ass Qi = {m,}, on dira que cette decomposition 
est reduite si i # j * mi # mj ; on aura alors M = @ Qi en vertu de 1.4. 
Voici alors le resultat essentiel de ce paragraphe: 
THBORBME. Soit M un A-module artinien. II existe une dtkomposition 
antiprimaire riduite et une seule de M, M = &, Q, ; si l’on pose Ass Qi = 
{m,}, Qi est Algal au satwe de 0 relativement 2 la partie multiplicative nffi C mi 
et en tant que A-module, il est isomorphe & Mm{ . 
Existence. Posons Ass M = (mi}i,l , il existe d’aprbs [6, Chap. IV, 
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Sect. 1, Proposition 41 pour tout i E I un sous module Qi tel que Ass Qi = {mi) 
et Ass iVl/Qi = {mj}j+, ; la somme 1 Qi est alors directe et Ass M/xi,, Qi C 
nio, Ass M/Qi (Proposition 1.2, Corollaire 1) = o done AZ = C Qi . 
D’apres (Proposition 1.2, Corollaire 2) Qi est Cgal au sature de 0 relativement 
a la pat-tie multiplicative nj+i C mj ; d’autre part n/r,{ = @ (Qj)mL , si j # i 
3or E mj et $ mi et pour tout x E Qj , 3n tel que &r: = 0 (Proposition 1.3) 
done (Qj)m, = 0 par contre si j = i (Qi)m, = Qi d’apres cette meme Proposi- 
tion 1.3. 
lhicite’. Soit M = CkeK Qk’ une autre decomposition antiprimaire 
reduite. Tout d’abord card K = card I = card Ass M. Si k E K, 3i(k) 
tel que Ass Qk’ = (mick,} et comme RI’/Q,~’ = &I, QI’, Ass M/Qk’ = 
(mj)j+i(k) done Qr’ = Qick) (Proposition 1.3). CQFD. 
COROLLAIRE. Tout module artinien est somme diyecte de sous-modules 
antiprimaires. 
Les deux propositions qui suivent montrent que les notions de module 
antiprimaire et de decomposition antiprimaire se localisent bien: 
PROPOSITION 1.5. Soient M un A-module, S une paytie multiplicative 
de A, N un sous-module de M, m un idial maximal de A, i l’application 
canonique M + S-IM. Alors: 
(i) Si m n S # 0 et si N est m antiprimaire, on a S-IN = (0). 
(ii) Si m I-I S = @ pour que N soit m antipyimaire dans M, il faut 
et il su.t qu’il soit de la forme i-l(N’), ozi N’ est un sous-S-IA-module de 
S-lM, S-lrn antiprimaire; on a alors N’ = S-IN. 
PROPOSITION 1.6. Soient M un A-module, S une partie multiplicative 
de A, N un sous module de M, N = Ciel Qi la d&composition rbduite de N. 
On dhigne J la partie de I form&e des indices i tels que mi r\ S = a, ozi mi est 
l’unique Clkment de Ass(QJ, aloys: 
(i) xiEJ PIQi est la de’composition ye’duite de S-IN. 
(ii) Si N dksigne le satuyt? de N et 0, le satuye’ de 0 relativement ir: S 
dans M, on a N’ = xiEJ Qi @ 0, . 
Proposition 1.5 et le (i) de Proposition 1.6 se demontrent comme les 
propositions 3 du no 1 et 6 du no 4 de [6, Chap. 4, Sect. 21 pour le (ii) de 
Proposition 1.6, il suffit de remarquer que Ass N’ = {mi}ieJ u Ass 0, et 
que Ass 0, n {m,}iEJ = a. Voyons maintenant quelques applications et 
tout d’abord la determination du radical d’un module artinien. 
PROPOSITION I .7. Soient 1M un A-module artinien, M = e:iel Qi la 
481/41/z-9 
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decomposition antiprimaire reduite de M et posons pour tout i E I Ass Qi = (mi). 
Alors le radical de M est @al a @ miQi . 
D’abord on a g(M) = owg(Qi). P our tout i E I, Qi/miQi est un A/m, 
espace vectoriel artinien done de dimension finie et Qi/miQi est un A-module 
semi simple done sans radical et g(Qi) C m,Q, . Maintenant si N est un 
sous module maximal de Qi , Qi/N est simple et comme Ass Q,/N C Ass Qi = 
(m,}, N 3 m,Qi , done g(QJ 3 m,Q, . 
Kemarque. Si f&Z est de longueur finie, on a .9(M) f  M. Si ll2 n’est pas 
de longueur finie, on verra plus loin (Proposition 2.5, remarque) qu’on peut 
avoir aussi bien M = 9?(M) que M + 9?(M). 
On va montrer maintenant que pour Ctudier un module artinien M sur 
un anneau commutatif A, on peut toujours supposer que A est un anneau 
semi local, ce qui constitue une premiere &ape dans l’etude de la structure 
des modules artiniens qui fait l’objet du paragraphe suivant. 
PROPOSITION 1.8. Soit A un anneau, m un ideal maximal de A, i l’applica- 
tion canonique A ---f A, , M un A,,-module. Pour que M soit artinien (resp. 
de longueur $nie), il faut et il su,tft que le A-module i.+(M) soit artinien (resp. 
de longueur @tie). 
La condition est Cvidemment suffisante. Inversement soit (Mn)nao une 
suite decroissante de sous A-modules de i,(M), alors il existe un entier n 
tel que (-Un), = (Mn+& . Soit .r: E MJhl,,, , 3 F$ m tel que tx = 0 d’autre 
part d’apres Proposition 1.3, m C (Ann x)ljz, ce qui implique Ann x = A 
puisque m est maximal done x = 0 et Mn = My1+1 . 
Remarquons que la proposition est fausse si m remplace artinien par 
noetherien: Z designant l’anneau des entiers et p un nombre premier, .Zcp) 
est un Zc,,)-module noetherien mais non un Z-module noetherien. 
PROPOSITION 1.9. Soient A un anneau et M un A-module. Les conditions 
suivantes sont equivalentes: 
(1”) M est un A-module artinien (resp. de longueur fkie). 
(2”) I1 existe une famille finie d’ide’aux maximaux (m&t de A telle que 
M soit somme directe $nie de Ami-modules artiniens (resp. de longueur finie). 
(3”) I1 existe un anneau semi local B et un homomorphisme p: A --) B 
de telle sorte que les conditions suivantes soient satisfaites: 
(i) B est une A-algkbre plate. 
(ii) Si (nj)j,s est la famillejinie des ideaux maximaux de B, l’annulateur 
de tout element non nul de M est contenu dans (Jiss p-l(n$) et l’homomorphisme 
Ao-lq - B,. ) deduit de p est bijectrf pour tout j E S. 
TOPOLOGIES LINk4IRES ET MODULES 371 
(iii) M @A B est un B-module artinien (resp. de longueur finie). 
De plus, pow que m E Ass, M, il faut et il su#it qu’il existe n E Ass,(M @A B) 
tel que p-l(n) = m. 
(1”) implique (2”) d’apres le theoreme, l’implication inverse resultant 
de Proposition 1.8. Si (2”) est v&if&e, l’anneau B = ni,, A,,,, a les proprietes 
(i) et (ii) de (3”) et l’on a, a des isomorphismes p&s, M @A B = xlsl M @Jn 
A, =: x Mm. ; or les M,, Ctant des A, -modules artiniens (resp. de longueur 
fink) sont au&i des B-modules artiniens (resp. de longueur finie), d’ou (iii). 
Si (3”) a lieu, en posant Ass,(N On B) = {IZ~.~~~, on a, en vertu du 
theoreme 44 @A B = CkEK (M @JA B)ajg BnI; = xkEK M @$A A,-~(Q d’ou 
un isomorphisme de A-modules M aA B --t CkeX. Mooltn,) ; I’homomor- 
phi&e canonique M + CkEK MP-lcn,) est le compose de cet isomorphisme 
et de l’homomorphisme M --f M 0, B qui est injectif en vertu de (i) et (ii), 
done il est injectif et comme chacun des MD-l(nk) est A,ml(nlj-artinien (resp. 
de longueur finie) done A-artinien (resp. de longueur finie) d’apres Proposi- 
tion 1.8, M est bien artinien (resp. de longueur finie) d’oh (1”)). 
Enfin, si n E Ass,(M @A B), p-‘(n) est premier et si on avait p-‘(n) $ 
Ass M, il esisterait s 4 p-‘(n) et E ~mzEASs,,l mi done p(s) $ n et pour tout 
u E M Ba B, 3p tel que (p(s))% = 0, ce qui est absurde. Inversement, si 
m = Ann x E Ass RI, comme x @ 1 =/t 0 dans M BA B, 3n E Ass,(B(s @ 1)) C 
Ass,(M Ba B) tel que p(m) C n d’oh p-l(n) = m. 
2. Structure des modules artiniens 
Le but de ce paragraphe est de montrer que tous les modules artiniens 
sur un anneau commutatif peuvent &tre construits sur des anneaux 
noetheriens semi-locaux complets, leur etude en detail dans ce cas est faite 
dans [12, 131. 
Commencons par rappeler la notion de cogenerateur injectif dans une 
categoric de modules. Quand ce n’est pas precise, les modules sont a gauche. 
PROPOSITION 2.1. Soit A un anneau unitaire et I un A-module. Dhignons 
par HI le foncteur Hom,(., I). Les conditions sukantes sont kquizalentes. 
(a) Le foncteur H1 est exact et fidtYe. 
(b) I est injectif et pour tout idhal maximal m de A, HI(A/m) # 0. 
On dira alors que I est un A-module fidelement injectif. Bien Cvidemment 
(a) 3 (b). Inversement si (b) a lieu soit M un A-module non nul et x f  0, 
E M alors 3m maximal dans A contenant Ann x et f + 0: A/m --) I done 
le composC (x) = A/Ann x - A/m + I n’est pas nul et se prolonge en un 
homomorphisme non nul de M dans I, ce qui Ctablit la fidelit de HI . 
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Si A est commutatif, I est un A-module fiddle: en effet si a E Ann I, 
H,(h,) = 0 oh h, est l’homothetie de rapport a dans A, done h, = 0 et 
a = 0 mais il y  a des modules injectifs et fiddles non fidelement injectifs 
par exemple le corps des fractions d’un anneau indgre. 
DEFINITION. Soit A un anneau, Q l’ensemble des ideaux a gauche maxi- 
maux de A et E, l’enveloppe injective du A-module A/m pour tout m E Sz. 
Alors E = nInGR E,,, est un A-module fidelement injectif que nous appelle- 
rons le A-module injectif essentiel associe a l’anneau A. 
PROPOSITION 2.2. Soit p: A ---f B un homomorphisme d’un anneau A 
dans un anneau B. Pour que B soit un A-module a droite plat, il faut que tout 
B-module injectif soit A-injectif et il su.t qu’il existe un B-module fidelement 
injectif qui soit A-injectif. 
La condition est nkessaire. Soit un diagramme 
0 --p M --f-+ N 
oh M et N sont deux A-modules et E un B-module injectif, f un homo- 
morphisme de A-modules de M dans E. Soit q l’homomorphisme de B- 
modules B aA M + E defini par ~(b @ x) = bf (x), Vx E M, Vb E B, alors 
CJI se prolonge en un homomorphisme de B @+A N dans E puisque 1 @j: 
B @ M + B @ N est injectif par hypothese d’oh un homomorphisme 
N -+ B aa N + E prolongent f.  
La condition est sufisante. On suppose done qu’il existe un B-module 
fidelement injectif I qui soit A-injectif, soit a un ideal de A et i: a + A 
l’injection canonique, on a alors le diagramme commutatif: 
HomB(R I) H”“‘io’B~“~ Hom,(a aA B, I) 
I 1 
Hom,(A, I) Hom(i. Hom,(a, I). 
Hom(i, II) est surjectif, les flkches verticales sont des isomorphismes done 
Hom(i @ la , 1,) est surjectif et i @ 1s est injectif. 
COROLLAIRE. Soit A un anneau commutatif, S une partie multiplicative 
de A. Alors pour tout A-module M tel que l’application M -+ S-‘M soit 
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injective, l’enveloppe injective E du S-IA-module S-IM est en tant que A-module 
l’enveloppe injective de M. 
En effet, E est A-injectif et les morphismes M -+ S-lM et S-lM -+ E 
sont A-essentiels. 
Nous aurons aussi besoin pour etablir notre theoreme de structure de 
la notion de topologie artinienne qui sera etudiee plus specialement dans 
le chapitre suivant: 
DEFINITION. Etant donne un anneau A et un A-module M, on dira 
qu’une topologie lintaire sur M est artinienne s’il existe un systeme fonda- 
mental de voisinages de 0 forme de sous modules (M,),,I tel que pour 
tout OL E I, &l/MN soit un A-module artinien. 
Lorsque de plus M est &pare et complet, on dira alors que M est stricte- 
ment lineairement compact (en abrCgC sic) conformement a [6, Chap. III, 
Sect. 2, Exercice 191. 
Nous supposons desormais que A est un anneau commutatif, il est alors 
bien clair que si on se donne une topologie artinienne ?? sur A, tout ideal 
ouvert est de colongueur finie. Appelons alors E l’injectif essentiel associe 
21 A et %E = UF-,ouvert Ann& . Avec ces notations on a: 
PROPOSITION 2.3. (1”) Pour tout ideal ouvert 9 de A, Ann,F canonique- 
ment isomorphe h Hom,(A/F, E) est de longueur jinie (&gale h celle de A/Y) 
et A/F jidele. 
(2”) Pour tout A-module de longueur jinie M, l’application canonique 
M ---f Hom,(Hom,(M, E), E) est bijective. 
(3”) L’application q~: F -F Ann,F est une bijection entre les ideaux 
ouverts de -4 et les sous modules de type J;ni de VE qui renverse l’inclusion. 
Remarquons d’abord que la fidelite de Ann,? sur Al9 resulte du fait 
que Ann&T est A/F fidelement injectif (ceci est d’ailleurs vrai pour tout 
ideal de A). Maintenant comme le foncteur Hom(., E) est exact, on peut 
se ramener par recurrence sur les longueurs k demontrer (1”) et (2“) quand 
long A/T = long M = 1. 9 est alors maximal soit F = m, et soit x = 
bm)wEfz E E un Clement de E tel que m,x = 0 (Q spectre maximal de A). 
On a m,x,, = 0, Vme!J et si m #m. = x, #O comme x,EE,, 3s~A 
tel que sx,, # 0 E A/m, done m = Ann sx, 3 m, ce qui est absurde, done 
% = 0 pour m # m, et Ann, m, s’identifie b AnnEm m, qui est un A/m,- 
espace vectoriel extension essentielle de A/m, done necessairement de 
dimension 1; Hom,(Hom,(A/m, , E), E) est done isomorphe a A/m, . Ceci 
demontre (I “) et (2”). 
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(3”) Soit 4 l’application M C YE -+ Ann, M. Comme Ann, 9 est A/F 
fiddle I,&T est l’identite, Ctudions v,,#: Soit (xJ~<~(~ un systeme de generateurs 
de M alors Ann, iI4 = n,“=, Ann xi et Ann,(Ann, M) = BOY, Ann,(Ann xi) 
en raison de l’injection A/ni=, Ann xi -+ &, A/Ann xi on peut done 
supposer que M est engendre par un seul Clement X. On a Cvidemment 
Ann,(Ann, X) 3 (x), inversement soit y  E Ann,(Ann, X) alors Ann, y  3 
Ann, x et soit u: (x) --f E tel que U(X) = y, alors u se prolonge en V: 
Ann,(Ann, x) --, E mais comme Hom(Ann,(Ann, x), E) = A/Ann x d’apres 
(2”), &z E A tel que z(z) = ax, Vz E Ann,(Ann, x) et done y  = ax. On peut 
ameliorer (3”) quand A est &pare et complet: 
PROPOSITION 2.4. Supposons A s.1.c. et n e’tant un entier posons pour tout 
sous A-module N de (%E)“, N’ = {(aJ / (ui) E An V(x,) EN, C aixi = Oj. 
Alors : 
(i) N = a, Hom,(An/N’ + FE”, E) = Hom,(A%/N’, %E), 
(ii) L’injection canonique AnIN -+ Hom,(N, E) est un isomorphisme 
et l’application N + N’ est une bijection de l’ensemble des sous A-modules 
de (%TE)” SW l’ensemble des sous modules fermtk de A” renversant l’inclusion 
(A” est muni de la topologie produit). 
Posons Nr = l& Hom,(An/N’ + FE”, E) = HomA(A1)/N’, VE). I1 est 
clair que NC Nr done l’homomorphisme Hom,(N, , E) ---f Hom,(N, E) 
est surjectif, or Hom,(N, , E) = J~IYJ Hom,(Hom,(An/N’ + YE”, E), E) = 
lim An/N’ + Fe” (Proposition 2.3, (2”)), d’autre part N’ est Cvidemment 
ferme dans A” done An/N’ est un A-module strictement lineairement 
compact [6, Chap. III, Sect. 2, Exemple 19(b)] et A”/N’ = !&I An/N’ + 
Fen = Hom,(Nr , E) l’application As/N’ -+ Hom,(N, E) qui Ctait deja 
injective est done bijective et N = Nr puisque E est fidelement injectif. 
L’application N + N’ est injective d’apres ce qui precede, montrons 
qu’elle est surjective. Soit U un sous module ferme de AR, en posant U’ = 
{(xi) j (xi) E (VE)“, V(a,) E U + C aixi = 0} on a (U)’ r> U. Pour tout 
ideal Fa ouvert dans A, (U’)’ C ((U + &“)‘) = U, et d’apres ce qui 
precede An/U, = Hom,((U + Fan)‘, E) = An/U + F=” (Proposition 2.3 
(2”)) done U, = U + FE” et (17’)’ C na. (U + Ym”) = U puisque U est 
ferme. 
Abordons maintenant le theoreme de structure. 
LEMME. Soit A un anneau sic, M un A-module de type jini de la forme 
An/U oli U est un sous A-module fermi de A” et que l’on munit de la topologie 
quotient. Alors tout sous module N de M de type jki est s&pare’ et complet 
pour la topologie de A-module diduite de celle de A, cette topologie est la mime 
que celle induite par le module M et N est un sous module fermi de M. 
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Soit N = CL, Axi et v: A” + N defini par ~((a~)) = C aixi . g, est 
continue quand on munit A” de la topologie produit et N de la topologie $$‘I 
deduite de la topologie de A, cette topologie %T1 est sCparCe car elle est plus fine 
que la topologie %?a induite par M dance ker 9 est ferme et N muni de ‘$T1 est 
homeomorphe a A”/ker 9) [6, Chap. III, Sect. 2, Exemple 191 qui est SIC, VI 
est alors minimale et Yr = %?* et N est ferme dans M puisque complet 
pour %a . 
TF&OR&E. Soit A un anneau, M un A-module artinien. Alors il existe 
un anneau semi-local noetherien complet B, un homomorphisme u: A + B de 
telle sorte que M puisse e t^re muni d’une structure de B module pour laquelle 
il est artinien et que la structure de A-module de u*(M) soit la structure don&e 
du A-module M. 
Quand N parcourt les sous modules de type fini de M, les Ann, N forment 
une base de filtre d’ideaux de A et definissent done une topologie artinienne 
sur A, soit A  ^ le &pare complete de A qui est done sic. M peut-&tre muni 
d’une structure de A-module de la facon suivante si (J E A et x E Mu. .x = sx 







pour N sous module quelconque de type fini contenant x. 11 y  a alors identite 
entre sous A-modules et sous A-modules de M, si bien que M est A- 
artinien. M est extension essentielle de son socle et il se plonge dans un En 
oh E est I’injectif essentiel associe a a et plus precisement dans (~T?E)‘~ oti 
V designe la topologie de A. D’apres la Proposition 2.4, il y  a une bijection 
decroissante entre les sous modules M et les sous modules fermes de An/M’ 
qui verifient done la condition de chaine ascendante et comme d’apres le 
lemme tout sous A-module de type fini de An/M’, est ferme, An/M’ est un 
A-module noetherien done a/AnnA(&/M’) est un anneau noetherien et 
comme Annd(&/M’) C AnnA M l’anneau B = a/Anna M est noetherien, 
sic puisque AnnA M est ferme, il a done la forme voulue d’apres [6, Chap. III, 
Sect. 3, Exemple 51. L’homomorphisme u est le compose A + A + 
&Ann,- M. On est ainsi ramene a chercher les modules artiniens sur un 
anneau semi local noetherien complet, on a alors le resultat suivant dti a 
Maths [12]. 
PROPOSITION 2.5. Soit A un anneau semi local noethhien complet de radical 
9, alors l’enveloppe injective E du A-module A/9? est un A-module artinien 
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et tout A-module artinien est sous module d’un En. II sufit de voir que GfE = E 
en vertu de Proposition 2.4 [12, Lemme 3.21. 
Remarque. Si m, , ma ,..., m, sont les ideaux maximaux de A, E = @ Emi 
est la decomposition antiprimaire reduite de E et W(E) = @ miEmi . Pour 
que E # B(E), il faut et il suffit qu’il existe i tel que ETi # miEm, , or en 
vertu du corollaire de la Proposition 2.2, E,,, s’identifie a l’enveloppe 
injective du corps residue1 k, de l’anneau local Ami et comme en vertu de 
Proposition 2.4, A,* = Homam,(E,i , E,ni); HomA,i(E,i @ ki , E,,) = 
HomA,j(ki , A,$) done Em, # miETi. est equivalent au fait que l’anneau 
local Ami est auto associe. [ 11, DCfimtion 4.11. 
II. TOPOLOGIES ARTINIENNES 
Nous supposerons dans tout ce chapitre les anneaux commutatifs, uni- 
taires bien sfir; nous avons donne au chapitre I, Section 2 la definition 
d’une topologie artinienne sur un anneau ou un module. Nous etudions 
dans un premier paragraphe le foncteur completion associe a un anneau 
topologiquement artinien. 
1. Separe’ compl& d’un anneau topologiquement artinien 
PROPOSITION 1.1. Soit A un anneau topologiquement artinien, % sa topologie, 
E l’injectif essentiel associe’ a A (Chap. I, Sect. 2) et %?E = uyOouvert Ann, F. 
Alors: 
(i) Le s&are’ complete’ A de A s’identijie ci Hom,(VE, E) = 
Hom,(VE, VE) muni de la topologie de la convergence simple. 
(ii) Soit ??I une autre topologie artinienne SW A plus fine que 5~7, A*‘, 
le separe’ complete’ de A muni de V’. Alors le prolongement con&u A? + A- 
de l’application identique de A est surjectif; pour qu’il soit bijectif, il faut et il 
su@ que 9 = W. 
(i) Pour tout ideal ouvert F de A, l’application A/F -+ Hom,(Hom,(A/F, 
E), E) est bijective (Chap. I, Proposition 2.3) done A = &A/F = 
Hom,(‘ZE, E), la topologie de a s’identifiant a la topologie de la convergence 
simple sur Hom,(%E, E) puisque Ann, F est un module de type fini pour 
tout ideal ouvert F. 
(ii) On a VE C VE done l’application A‘ = Hom,(%“E, E) + 
Hom,(‘SE, E) = a est surjective. D’autre part si elle est bijective alors 
%?E = V’E et si .F est un idCal ouvert pour V’, Ann, 7 C %TE. Comme 
Ann, F est de type hi, il existe un idCal ouvert f  pour V tel que Ann, T C 
Ann, # done 7 1 fl (Chap. I, Proposition 2.3) et V = V’. 
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COROLLAIRE. Soient A et B deux anneaux topologiquement artiniens, u un 
homomorphisme continu de A dans B. Si pour tout ideal $ ouvert de B le 
compose’ A + B + B/f est surjectif, alors zi: A* ---f B est surjectif. 
En effet, B s’identifie a limdouvertdansB A/u-l(f) et les u-‘(f) definissent 
une topologie artinienne sur A moins fine que la topologie donnee. 
PROPOSITION 1.2. Avec les notations de la Proposition 1.1 soit (m,)ial 
la famille des ideaux maximaux ouverts de A. Munissons, pour tout i EI, 
Ami de la topologie de A-module deduite de celle de A et soit A,,i le separe 
complete de A,, . Alors: 
(i) Pow tout i E I, A,, est un anneau topologiquement artinien et A^,,, 
est un anneau sic local. 
(ii) Si pour tout i E I, fi designe le prolongement continu a A- de l’applica- 
tion continue A -+ A, + A*,, , l’application 
isomDrphisme d’anneaux dopologiques. 
nfii: a ---f nipI A^mi est un 
(i) Pour tout ideal ouvert F C mi , rl, /,T . A,,, est isomorphe i 
(A/T),,; , il est done artinien, l’application‘ canonique A ---f A* 
evidemment continue. La topologie de am, est definie par les .F . A,,c , 
or pour tout ideal ouvert F de A, 3n tel que 7 . Ami 3 (miA,,)T” ce qui 
done zi-est contenu dans le 
radical de A,& [6, Chap. III, Sect. 2, Lemme 3) et comme il est maximal 
il est Cgal a ce radical. 
(ii) On a vu que /f = Hom,(VE, E). Rappelons que E = nImtR E,, 
oti E, est l’enveloppe injective de A/m. On sait que E, est aussi la A,- 
enveloppe injective de A,/mA, (Chap. II, Proposition 2.2, Corollaire). 
Si %Ti designe la topologie de ATnj pour tout i, je dis que eE = @islV~Ena,: 
d’abord il est clair que $FT~E,* = (Ja Ann,,JFa n m,); soit FE un ideal 
ouvert de A et x = (x,),,,o EAnn,Z$. Si F%prn 3aEFa, $m tel que 
ax,, = 0, or E, &ant un Am-module, a est inversible dans A, et x,, = 0, 
si bien que les m pour lesquels x, # 0 sont ceux qui contiennent YE et il 
n’y en a qu’un nombre fini puisque A/& est artinien et ils sont Cvidemment 
ouverts ce qui prouve que FE C aiel ViE,,, , l’inclusion inverse est Cvidente. 
On en deduit que A = Hom,(@& ViEmi , filmso E,) = nmisrn Hom,(FiETi , 
Em) or pour mi = m, Hom,@JL, , Emi) = Homamt(~&Li , E,.) = A,,i 
(Proposition 1.1). Si m, # m soit f: ViEmj + E, et supposons q;‘il existe 
yEE,etxE%TiEmi tels que f (x) = y  # 0. On sait que l’ideal 7 = Ann, x 
est m,-primaire [12, Lemme 3.21 c’est-a-dire 3p tel que F 1 mip et m/y = 0; 
or il existe s E A tel que Ann, sy = m 3 mip done m = mi ce qui est absurde. 
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Ainsi A = I&, Ami , la topologie de la convergence simple sur Horn,@‘&‘, E) 
s’identifiant bien Q la topologie produit de nIiel &, . 
PROPOSITION 1.3. Soit A un anneau topologiquement artinien, A* son 
separe’ complete’; M, N, P trois A-modules de type fini. Alors: 
(i) Si M --f N + P - 0 est une suite exacte d’applications lineaires, 
la suite Ii? + fi + P ---f 0 qu’on en deduit par passage aux &pares completes 
(pour les topologies deduites de celles de A) est exacte. 
(ii) Si i designe l’application canonique M - II??, on a pour tout ideal 
ouvert Fa de A, JOE = $!? = $$(E) et E = A-i(E). 
(iii) Si M est de presentation jinie l@ est isomorphe a M gA A .^ 
(i) En effet le foncteur M - ii?! est le compose des foncteurs M + 
lii Hom(M/FaM, E) et Hom(., E) en vertu de chapitre I, Section 2, 
Proposition 2.3 et ces foncteurs sont exacts a droite. 
(ii) La demonstration se fait comme celle de [6, Chap. III, Sect. 2, 
Proposition 161, en utilisant (i) et le fait que toute application lineaire 
continue d’un module strictement lineairement compact dans un autre est 
un morphisme strict [6, Chap. III, Sect. 2, Exemple 191. 
(iii) Evident si M est libre et comme il existe une suite exacte A*‘I --f 
A*& -+ M + 0 l’application de (i) donne le resultat. 
PROPOSITION 1.4. A e’tant toujours un anneau topologiquement artinien, 
soit 7 un ideal de type jini et 9& un ideal ouvert de A. Alors 
(i) Le separe’ complete’ de A/F muni de la topologie quotient s’ident$ie 
& A” @/, A/J~. 
(ii) 1 + F=, est une partie multiplicative de 4 et le separe’ complete 
de (1 + TaO)-lA muni de la topologie de module deduite de celle de A s’identiJe a 
(1 + QrA .^ 
(i) Evident d’apres Proposition 1.3 (iii) puisque A/F est de presentation 
finie. 
(ii) Les ideaux maximaux ouverts de (1 + FaO)-lA correspondent 
dans A aux ideaux maximaux mr , m2 ,.. ., m, qui contiennent Tti, , les 
localises de (1 + 9’$lA en ces ideaux maximaux s’identifiant aux A, 
(i = 1, 2,..., n) done (Proposition 1.2) (6s = nr=, 2, i 
~~=, &, . L’homomorphisme canonique surjectif a ---f lJy=, &,, se factokse 
A 1’~ (1 
(“;“= 1, 2,..., 
+ @$lA -G nr=r A,, puisque si x E 1 + fa,, x $rkC 
n), u est alors surjectii; montrons qu’il est injectif. Soit 
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x/s E ker u, 3 E fly=, C Ai tel que tx = 0 et tout ideal ouvert contenant 
Ann x est &ranger a chacun des &i done a $, puisque d/yaO est artinien, 
en particulier (Ann x +ytiO)n(l +fN,)=f- mdoncAnnxn(1 +y8,)# o 
et x/s = 0. Nous Ctudions maintenant la platitude du &pare complete A 
sur A. 
DEFINITION. Nous dirons qu’un anneau topologiquement artinien est 
n 
plat (“chapeau plat”) si son &pare complete est un A-module plat. 
A 
I1 resulte de Proposition 1.4 que si A est plat, pour tout ideal de type 
Y-L 
fini F et tout ideal ouvert &, de A, A/F et (1 + F$lA sont plats. 
PROPOSITION 1.5. Soit A un anneau noethkien et @ une partie du spectre 
maximal de A. Munissons A de la topologie ayant pour systkme fondamental 
de voisinages de 0 les produits finis d’elements de @, alors A est ~2. 
En effet, d’apres Proposition 1.2, A  ^ = nImG9 2 or AZ est un A, module 
plat puisque la topologie de A, est la topologie mA,-adique [6, Chap. III, 
Sect. 3, Theorem 31 done un A-module plat et puisque A est coherent, 
A est un ;4-module plat [6, Chap. I, Sect. 2, Exercice 121. 
PROPOSITION 1.6. Soit A un anneau topologiquement artinien coherent. 
Pour que A soit p%, il faut et il su@ que la condition suivante soit satisfaite: 
SW tout ideal de type fini la topologie induite par l’anneau est la m&me que celle 
de A-module deduite de celle de A. 
La necessite sera demontree au chapitre III Section 2, Proposition 2.3. 
Soit a un ideal de type fini de A, il faut montrer que l’application canonique 
A gA a + A est injective. Comme a est de presentation finie, A @A a = & 
d’apres Proposition 1.3, a Ctant muni de la topologie de A-module deduite 
de celle de A done d’apres la condition c1 s’injecte dans A. 
PROPOSITION 1.7. Soit A un anneau topologiquement artinien p$. Pour 
que le separe’ complete’ A- soit un A-module fidelement plat il su$it que tout 
ideal maximal soit ouvert, cette condition est ne’cessaire s’il n’y a qu’un nombre 
fini d’ideaux maximaux ouverts. 
Si Q designe le spectre maximal de A, A = nrnER A, , il faut verifier 
que pour tout p E Q, yA # A or PA;, = ,A,/& f  A, puisque I’adherence 
de pAU dans A, est l’ideal maximal de A, (Proposition 1.2(i)) done PA + A. 
Inversement supposons que l’ensemble 0 des ideaux maximaux ouverts 
est fini et que A est A-fidelement plat. S’il existait p E Q - 0, on aurait 
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pour tout m E 0 PA,,, = A, et pa,,, = A ,^ done ~2 = A puisque /i = 
nmeO a, et que 0 est fini, ce qui est absurde. 
Remarques. (1”) Si on ne suppose pas qu’il n’y a qu’un nombre fini 
d’ideaux maximaux ouverts, la conditiln n’est nullement necessaire, 
contrairement a ce qui Ctait annonce dans [3, Proposition 51. Prenons en 
effet un produit infini A = Hi,, Ai d’anneaux SIC locaux muni de la topologie 
produit alors A  ^ = A done d est A fidelement plat et il y  a des ideaux 
maximaux non ouverts; par exemple ceux qui contiennent @ Ai. 
(2”) Si on prend dans l’tnond de la Proposition 1.5, Q, = Q on 
obtient alors un &pare complete a fidelement plat sur A, done la fleche 
A ---f a est injective, on retrouve done le fait que A est s&pare [6, Chap. III, 
Sect. 3, Exemple 71. Cette topologie est d’ailleurs la topologie artinienne 
la plus fine que l’on puisse definir sur A et on peut se demander pour quelles 
topologies artiniennes A va-t-i1 rester chapeau plat. La reponse est donnee 
par la 
PROPOSITION 1.8. Soit A un anneau muni de deux topologies artiniennes 
F et V0 . On suppose que V, est plus fine que @T et on dhigne toujours par E 
E’injectif essentiel associe’ h A. Les conditions suivantes sont kquivalentes. 
A 
(i) A est plat pour %. 
(ii) Pour tout ide’al de typefini a de A, on a (VE: a)eOE = AnnqoE a + gE 
ozi (VE: ~)%~e = {x; x E V& et ax C VE}. 
(iii) Pour tout idLa1 de type fini a de A et tout couple (FE , Tao) forme’ 
d’un idial ouvert pour %? et d’un id&al ouvert pour V. , il existe un autre couple 
(To , Too) tel que aYe + Tao 3 To n (a + FBo). 
(ii) o (iii): (ii) revient a dire que pour tout couple (Fa , Fmo), il existe un 
couple (To , TBo) tel que Ann,(aFa + FUo) C Ann,(a + TBo) + Ann,(FJ = 
Ann,((a + Ys”) n &) soit a& + Tao3 (a + Too) n F0 (Chap. I, Proposi- 
tion 2.3, (3”)). 
(i) o (ii) Notant a0 (resp. a) le &pare complete de A muni de V, 
(resp. g) on sait (Proposition 1.1(i)) que A ,^ = Hom,(%ToE, E) et a = 
Hom,(%TE, E); on peut done ecrire la suite exacte de A-modules 0 --+ 
Hom,(%T,,E/%TE, E) --f A ,^ -+ A + 0 et il resulte de [6, Chap. I, Sect. 2, 
no 5, Proposition 41 que 2 est A-plat si et seulement si pour tout ideal a 
de type fini de A la suite 
0 -+ Hom,(%,E/VE, E) @Qa A/a -+ a0 @A A/a + a BA A/a + 0 
est exacte, c’est-a-dire si et seulement si l’homomorphisme Hom,(TToE/gE, 
E) 0, A/a + Hom(%ToE, E) @A A/a est injectif; or pour tout A-module M, 
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Hom,(M, E) @A A/a = Hom,(Hom,(A/aM), E) puisque A/a est de pre- 
sentation finie; comme E est fidklement injectif il revient done au m&me 
de dire que l’homomorphisme Hom,(A/a, V?,J) --f Hom,(A/a, %‘&/VE) est 
surjectif. Or ceci est p&cisCment ce qu’exprime la relation de (ii). 
COROLLAIRE. Pour qu’un anneau noetherien A soit p% pour we topologie 
artinienne V?, il faut et il sufit que %T soit identique a l’une des topologies decrites 
duns la Proposition 1.5. 
La condition suffisante a CtC vue dans Proposition 1.5, inversement si A 
A 
est plat, il suffit de montrer que le produit de deux ideaux ouverts Ya et 
.Ta’ pour %? est ouvert or ceci resulte du (iii) de la proposition ‘appliquee a 
a = FE’, Jrao = .JreJr’ 
En particulier si A kst un anneau local d’ideal maximal m, la topologie 
A 
m-adique est la seule topologie artinienne pour laquelle A est plat. 
2. Structure des anneaux strictement lineairement compacts 
On se propose dans ce paragraphe de donner la structure des anneaux 
sic, i.e., topologiquement artiniens s&pares et complets. La proposition 
suivante permet de se ramener au cas local. 
PROPOSITION 2.1. Soit A un anneau sic, (m&t l’ensemble de ses ideaux 
maximaux ouaerts. Alors l’application A -+ nip, Ami est un isomorphisme. 
C’est une consequence immediate de Proposition 1.2(ii). 
Nous Ctudions maintenant un exemple fondamental d’anneau local sic. 
Soit (A, m) un anneau local noetherien et complet pour la topologie m-adique 
et B = A[[Xi]JiGl un anneau de series formelles sur A (I ensemble quel- 
conque) c’est-a-dire l’algkbre large de No) par rapport a A [5, Chap. II, 
Sect. 7, no lo]. En tant que A-module, B s’identifie a ANo’ qui est done 
&pare et complet pour la topologie produit. Nous allons montrer que cette 
topologie produit est une topologie lineaire et artinienne sur l’anneau B 
ce qui prouvera que B est SIC. Pour tout X = (hi) E No) posons / h j = C Xi 
et pour tout entier n et tout sous ensemble fini J de I posons Jn = {X = 
(Xi) E N(l); hi = 0 pour i 6 J et 1 X / < n} et aJn = {s = C a,XA; aA E mn-lAl 
pour tout /\ E In}. Comme J= est un ensemble fini a, est ouvert dans B. 
Inversement soit V un ouvert de B; alors il existe une Gartie finie H de IV) 
et un entier p tels que (s = C a,XA, a, E rnp pour X E H) * s E V. Soit 
~=p+sup,,~]hj et J={i~I13AEHtelquepr,X#O}; JCIestfini 
et si s = 1 a,XA E aJV , on a, pour h E H C J, , a,, E mp+su*A~HIAI-A C mp done 
sEI/et VIaJ. D’autre part les a,* 
remarquer que “X + p E Jn 
sont des idCaux de B (il suffit de 
Z- h et p E Jn) et si J et K sont deux sous 
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ensembles finis de I, n et n’ deux entiers aJn n aK ,3 a(JvK)sug(n,nT) ce qui 
prouve que les aJn definissent sur B une topologi”e lineaire identique a la 
topologie produit. Reste a montrer que V J fini C I, Vn, B/aJn est un anneau 
artinien; posons B, = A[[X,]],,, et soit m, l’unique ideal maximal de 
l’anneau local noetherien B, ; il resulte de [6, bas de la p. 331 que B, n a,% = 
mJn d’oh une injection F: B,lm,n -+ B/aJm, d’autre part si s = x a,X” 
soit s’ = x a,‘XA oh aA’ = a, pour h E Jn et a,,’ = 0 pour X $ Jfl alors 
s’ E B, et s ~ s’ E aJ, done v  est bijective. Comme en fait c’est un polynome 
l’anneau A[X,],,, est partout dense dans B. On peut finalement Cnoncer: 
PROPOSITION 2.2. Soit A un anneau local noethe’rien complet, B = 
4FfJla.1 un anneau de series formelles sur A. Alors la topologie produit du 
A-module B est une topologie lineaire et artinienne sur l’anneau B pour laquelle 
il est sic et l’anneau de polynomes AIXelatr est partout dense duns B. 
Nous allons montrer qu’en fait tout anneau local sic est isomorphe a uri 
quotient d’un anneau de ce type. 
LEMME. Soit W un anneau qui est un corps ou un anneau de valuation 
discrete complet et M un W-module sic. On suppose que tout sous module ouvert 
de M est de colongueur finie (c’est toujours vrai si W est un corps). L410rs il 
existe un ensemble d’indices I tel que M soit isomorphe ri un quotient de W’ 
(muni de la topologie produit) par un sous module ferme. 
Si W est un corps, M est un WI d’apres [6, Chap. III, Exemple 20(d)] et 
il n’y a rien a demontrer. 
Supposons done que W est un anneau de valuation discrete complet, 
soient n une uniformisante de W et K le corps des fractions. DCsignons 
par A,, le W-module K/W qui est l’enveloppe injective du W module W/T W. 
Pour tout sous module Ma ouvert dans M, on a M/M= = Hom,(Hom,(M/MU, 
A,,), A,) d’apres (Chap. I, Proposition 2.3) done en posant M’ = 
m, Hom(M/M= , A,), M s’identifie a Hom,(M’, A,) muni de la topologie 
de la convergence simple (A, Ctant muni de la topologie discrete). Soit E 
un injectif contenant M’, on a un homomorphisme surjectif continu (pour 
les topologies de la convergence simple) u: Horn&E, A,) - Hom,(M’, A,,). 
D’autre part il existe deux ensembles d’indices I et J tels que E = 
( GiEJ &) @ (ojsJ Kj) oti Ki ‘v K et Aj ‘v A, Vi E I et Vj E J [5, Chap. VII, 
Sect. 2, Exemple 31 done Horn&E, A,) = nit1 Hom,(Ai , A,,) x 
jJjEJ Hom,(& , A,) = W* x KJ ( muni de la topologie produit, W et K 
&ant munis de la topologie T adique, pour K topologie n-adique veut dire 
que K, est un sous module ouvert o il contient un AT” pour un n E Z). 
Maintenant si M, est un sous module ouvert de Hom,(M’, L’$,) = M, 
u-l(M,) Ctant ouvert et de colongueur finie dans W’ x K’ je dis que 
u-‘(M,,) 3 KJ. 
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En effet l’isomorphisme KJ/u-‘(MJ n KJ F KJ f  u-~(M,)/u-~(M~) mon- 
tre que U-‘(MJ n KJ = N est un sous module de colongueur finie de KJ 
et supposons 3x = (x?)~,~ E KJ et $ N; 3 une famille d’entiers (TZ,)+~ et une 
famille d’elements de W(aj)j,J , aj $ Wrr telles que Vj, Xj = aj+j. Posons, 
pour toutp > 0, x, = (aj77r+p), 1 a suite de sous modules ND = N + Wx,/N 
est alors strictement croissante dans KJ/N ce qui est absurde done N = KJ. 
Comme 211 est &pare ker u = na U-‘(M,) 1 KJ ce qui prouve que si T est 
l’injection canonique continue W’ + WJ x KJ, u 0 7 est surjectif. CQFD. 
THBOR~ME. Soit (A, rn) un anneau local sic de corps residue1 k. Alors il 
existe un anneau local noetherien complet (W, CL) et un ensemble d’indices K 
tels que -4 soit isomorphe h un quotient par un ideal fermi’ de l’anneau de series 
formelles W[[Xti]laeK muni de la topologie produit d&rite dans la Proposition 2.2. 
Si ,A contient un corps, on peut prendre W = k, sinon on peut prendre pour W 
un anneau de Cohen [lo, Chap. 0, De$nition 19.8.41 de corps residue1 k. 
D’apres [IO, Chap. 0, Proposition 19.8.6(ii)] il existe un anneau de Cohen 
(W, p) dont le corps residue1 est isomorphe a k et il en r&&e tout d’abord 
que les homomorphismes canoniques Z-t A et Z + W se factorisent a 
travers le meme anneau local premier P + A et P + W ces homomorphismes 
&ant continus (W Ctant muni de la topologie CL-adique). Considerons sur A 
la topologie @q,z definie par les * (n 3 0) (adherence de m”). Cette topologie 
est plus fine que la topologie don&e sur A et il r&&e de [7, Chap. III, 
Sect. 3, Corollary 1, Proposition 91 que A est complet pour $‘Ym et comme 
Vm est metrisable la Proposition 19.3.10 de [IO, Chap. 0] montre qu’il 
existe un homomorphisme local continu u,,: W + A puisque W est une 
P-algebre formellement lisse et que I’homomorphisme P + A reste continu 
quand on munit A de V, ; u,, reste continu quand on munit A de sa topologie 
don&e. Si ,4 contient un corps, le raisonnement precedent et [lo, Chap. 0, 
Proposition 19.6.21 montrent qu’on peut prendre W = k. Si maintenant 
K, est un ideal ouvert de A, A/TA &ant un anneau artinien est isomorphe 
a un quotient d’un anneau de la forme W[X&J/mJnr J ensemble fini, m, 
ideal maximal des polynomes dont le coefficient constant E p, ce qui prouve 
que _4/YA et a fortiori m/& est un W-module de longueur finie et m muni 
de la topologie induite par celle de A est un W module SIC verifiant les 
hypotheses du lemme. 11 existe done un ensemble d’indices I et un homo- 
morphisme continu surjectif u1 de W-modules WJ - m. On en deduit 
I’existence d’une famille (xJrreK d’C1Cments de m telle que pour tout ideal 
Yi ouvert il n’y ait qu’un nombre fini de x, qui n’appartiennent pas a YA , 
ces x, engendrant le W-module et a fortiori le A-module m/FA _ 11 suffit 
en effet si W est un corps de prendre les images par ui de la base canonique 
de W(J) et si W est un anneau de valuation discrete de prendre les images 
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par ui des elements (&JiEl,nEN oti p~~((~,,) = 0 si i #j et pri(?ji,,) = 7rTT)$ 
(n. uniformisante de W). Definissons alors u: W[XJaEK ---t A par u = us 
sur W et u(X,) = x, Vol E K. La propriete de la famille (s& implique 
que u est continu quand on munit l’anneau de polynomes WIXJaoK de la 
topologie induite par la topologie produit de W[[XJ],,K. Comme A est 
complet, u se prolonge en un homomorphisme continu ti: W[[XJaGK -+ A 
qui est surjectif car pour tout ideal ouvert FA de A, le compose W[[XJaeK --t 
A + A/FA est surjectif (Proposition 1.1 corollaire). 
Nous allons donner maintenant diverses conditions pour qu’un anneau 
local sic soit noetherien. 
PROPOSITION 2.3. Soit (A, m) un anneau local sic de corps rtGidue1 k. 
Les conditions suivantes sont iquivalentes: 
(a) A est noethkien et complet pour la topologie m-adique. 
(h) rg,mlm2 est Jini. 
(c) F?E est injectif (U topologie de A, E enveloppe injective de -4/m). 
(d) VE est artinien. 
Visiblement (a) * (b), l’equivalence de (a) et (d) resulte de (Chap. I, 
Proposition 2.4). (a) => (c) puisque %E = E [12, Lemme 3.21. Montrons 
(b) * (4: si (b) a lieu A/m% est un anneau artinien Vn et en reprenant 
la demonstration du theoreme ci-dessus, on voit qu’on peut prendre comme 
famille (zcJCIEK un systeme de generateurs xi , xa ,..., x, de m (mod m2); on a 
done un homomorphisme surjectif W[[X, , X, ,..., X,]] + A prouvant que 
A est noetherien. 
(c) * (b): Pour tout ideal F de A on a une injection A/Y + 
Hom,(Hom,(A/T, E), E) done si VE = E, F est ferme et tout ideal 
de colongueur finie est ouvert. L’espace vectoriel m/m2 sur k est sic c’est 
done un k’ [6, Chap. III, Sect. 2, Exercice 201 dans lequel tout sous espace 
est ferme et en particulier k”), mais k(l) est partout dense dans kr done 
k(i) = k’ et I est fini. 
III. TOPOLOGIES LINBAIRES SUR UN ANNEAU COHERENT 
Nous allons Ctudier dans ce chapitre les topologies lineaires sur un anneau 
pour lesquelles le lemme d’Artin Rees relatif aux topologies adiques sur 
un anneau noetherien est vrai. Les anneaux et les modules sont unitaires, 
quand ce n’est pas precise, les modules sont a gauches. 
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1. Topologies d’Artin Rees 
Soit A un anneau muni d’une topologie lineaire a gauche Q? [8, Chap. V, 
Sect. 21, P. Gabriel a montre qu’il revenait au m&me de se donner une sous 
categoric fermee C de Mod A, [8, Chap. V, Proposition 3, Lemme 11: 
MEC o Vx E M, Ann, x est ouvert pour %?. On peut alors definir sur 
tout A-module a gauche J!! une topologie T,(M): N sous module de M est 
ouvert pour T,(M) o M/NEC. Si M est de type fini, T,(M) a comme 
systeme fondamental de voisinages de 0 les FM pour F ideal ouvert dans 
-4. Considerons l’assertion 
(R) Pour tout A-module M et tout sous module N de M, la topologie 
T,(N) est &gale P la topologie induite sur N par T,-(M). T&V) est toujours 
plus fine que la topologie induite et Gabriel a demontre [8, Chap. V, Proposi- 
tion 1.11: 
PROPOSITION 1 .l (Gabriel). Avec les notations ci-dessus, on a kquivalence 
entre 
(a) (R) est v&e. 
(b) L’enveloppe injective d’un objet de C est un objet de C (C est stable 
par enveloppes injectives). 
Commencons par donner quelques complements a ce resultat. 
LEMME DE DENSIT& Soit A un anneau, E un A-module jidilement inject;f, 
A’ l’anneau Hom,(E, E) et E’ un sous A - A’ bimodule de E. Alors pour 
tout A-module M, l’image canonique de M duns Hom,(Hom,(M, E’), E) 
est partout dense dans Hom,(Hom,(M, E’), E) muni de la topologie de la 
convergence simple (E &ant muni de la topologie disc&e). Si M est un sous 
module d’un E’“, l’homomorphisme M + Hom,(Hom,(M, E’), E) est SUP- 
jectif; il est bijectif si Hom,(M, E’) = Hom,(M, E). 
Soient ur , ug ,..., u, E Hom,(M, E’) et v  E Hom,(Hom,(M, E’), E), il 
faut montrer qu’il existe x E M tel que v(uJ = ui(x) Vi = 1, 2,..., n. 
Montrons d’abord que c’est vrai si n = 1: soit N l’ideal de A’ des endo- 
morphismes de E qui s’annulent sur u,(M), comme E est A-fidelement 
injectif u,(M) = {x, x E E et Ann,, x r> N} or pour tout s E N sv(z+) = 
r~~(sur) = 0 done I E ur(M). Remplacons alors E par En et E’ par E”” 
et soit 8: Hom,(M, E’“) + En defini par e(v) = (p)(~l~))r<~<~ pour tout 
v  = (VI , v2 ,..., v,) E Hom,(M, E’“), 0 est un homomorphisme de HomA(EW, 
En) modules, En est Cvidemment fidelement injectif done d’apres ce qui 
precede 3x EM tel que e(u) = U(X) oti u = (ul , u2 ,..., u,) c’est-a-dire 
y(q) = u<(x) Vi = 1, 2 ,..., n. 
481/41/z-10 
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Supposons maintenant qu’il existe une injection j: M - E’“. Soient 
sl’, sz’ )...) s,,’ les projections de E’” sur E’ et posons si‘ oj = ui’. Comme 
E est A-injectif et que E’ est un sous A’-module de E, tout A-homo- 
morphisme u: M--f E’ est de la forme xy=, a,ui’ oh a, E A’ Vi. Soit alors 
9 E Hom,(Hom,(M, E’), E), il existe d’apres le lemme de densite x E M 
tel que ~(0~‘) = a,‘(x), i = 1, 2,..., m et alors q(u) = ?,(C aiai’) = 
1 Uis)(Ui’) = x U,Ui’(X) = u(x). 
Enfin si Hom,(M, E’) = Hom,(M, E), l’injectivite de l’homomorphisme 
M---f Hom,(Hom,(M, E), E) resulte du fait que E est A fidelement 
injectif. 
PROPOSITION 1.2. Avec les notations de Proposition 1.1, si l’ussertion (R) 
est vraie, pour toute suite exacte de modules de type jini 0 - M _tu N -+u 
P + 0, la suite 0 4 M -’ fi -’ P qu’on en deduit par passage uux sepures 
completes est exacte; de plus zi est un morphisme strict et G(fi) est purtout dense 
dans P. 
Soit E le A-module fidelement injectif produit des enveloppes injectives 
des AcN)/F pour F parcourant l’ensemble des sous modules de A(N) et E’ = 
IiLwoouvert Hom,(A/Y, E), E’ est un sous A - A’ bimodule de E(A’ = 
Hom,(E, E)). Pour tout ideal ouvert .F-, M/FM s’injecte dans E’ et comme 
Hom,(M/FM, E) = Hom,(M/.FM, E’) le Lemme de Densite montre que 
M/FM = Hom,(Hom,(M/.FM, E’), E) et done 
M = Hom,(b Hom,(M/FM, E’), E) = Hom,(Hom,(M, E’), E) 
puisque M est de type fini; la topologie de il?l s’identifiant a la topologie 
de la convergence simple. Si (R) est vraie, E’ est A injectif (Proposition 1.1) 
et on a les suites exactes: 
0 ---f Hom,,(P, E’) --f Hom,(N, E’) + Hom,(M, E’) --f 0, 
0 - Hom,(Hom,(M, E’), E) 5 Hom,(Hom,(N, E’), E) 
4 Hom,(Hom,(P, E’), E). 
6. est un morphisme strict. Soient ur , ua ,..., u, E Hom,(M, E’) et Q le sous 
A module ouvert de Hom,(Hom,(M, E’), E) des F tels que ?(uJ = 0, 
i = 1, 2 ,..., n et or , ~a ,..., v, des prolongements de ur , ua ,..., u, a N 
alors si 9’ est l’ouvert de Hom,(Hom,(N, E’), E) des # tels que z,5(ui) = 0, 
i = 1, 2,..., n on a a(Q) = a’ n Im zi. 
Im 6 est purtout dense duns Hom,(Hom,(P, E’), E). Soit IJJ E 
Hom,(Hom,(P, E’), E) et ur , ua ,..., u, E Hom,(P, E’). Par le lemme de 
densite 3x E P tel que v(uJ = Z+(X) Vi. Soit y  E N tel que V(Y) = x et 
TOPOLOGlES LINhAIRES ET MODULES 387 
8: Hom,(N, E’) + E defini par 19(u) = U(Y) alors (p’ - G(e))(uJ = ~JJ(u~) - 
qui 0 v) = UJX) - ui 0 v(y) = 0. 
Dans le cas noetherien commutatif, on peut caracteriser assez facilement 
les sous categories fermees de Mod A qui verifient (R): 
PROPOSITION 1.3. Soit iz wn anneau commutatif noethe’uien, C une sous 
cat&go&e fermbe de Mod A. Les assertions suivantes sont e’quivalentes. 
(1”) C vhifie les conditions kquivalentes de la Proposition 1.1. 
(2”) I1 existe une partie @ de Spec A, stable par spe’cialisation, telle 
que C soit la catt!gorie des M tels que Supp MC @; en particulier si @ est une 
pavtie fermbe V(a), la topologie T,-(A) est la topologie a-adique. 
(1”) * (2”): Pour tout ideal premierp de A, designons par E, l’enveloppe 
injective de A/p; on sait que tout A-module injectif E est somme directe 
de modules E, [12, Theoreme 2.51. Soit @ la partie de Spec A constituee 
par les p tels que E, E C. @ est stable par specialisation: si p E @ et q 2 p, 
A/q est un quotient de A/p done E C et E, E C (Proposition 1.1). WIaintenant 
il est clair que IV EC o E(M) EC oh E(M) est l’enveloppe injective de M 
et comme E(M) = eDEASS,,, Eg(“” oh les p(p) sont des cardinaux conve- 
nables non nuls, ME C o Ass ild C @ o Supp MC @ [5, Chap. IT’, Sect. 1 
no 3, Proposition 71. 
(2”) =z (1”): Montrons d’abord que C est fermee: il est clair que 
tout sous module et tout quotient d’un module de C est dans C; si maintenant 
M est un A-module quelconque, soit J&, la somme des sous modules (N& 
tels que Supp Ni C @ Vi, alors Supp M0 = uiGl Supp Ni C @ et AI0 est le 
sous module maximum de 112 qui appartient a C. Si M EC, en vertu de 
l’egalite E(M) = GDGASSM El:(“)), Ass E(M) = uDrASSrM Ass E, or Ass E, = 
{ p> done Ass E(M) = Ass M = @ et E(M) EC. 
Enfin si @ = V(a) pour tout i2-module M de type fini, Supp fis C V(a) 
Cquivaut a: 3n tel que a”M = 0. 
On a vu, au chapitre I, section 2, lemme du theoreme de structure des 
modules artiniens, que si on se donne un anneau strictement lineairement 
compact A la topologie T,(N) est Cgale a la topologie induite par T,-(M) 
sur N quand M est de la forme An/U oh U est un sous module ferme de A” 
(ce qui a lieu en particulier si M est de pres. finie), et N un sous module 
de type fini; cependant si A n’est pas noetherien, l’assertion (R) est fausse: 
en effet d’apres (Chap. II, Proposition 2.3), le plus grand sous module de 
l’injectif essentiel associe a A situ& dans C n’est pas injectif. On est ainsi 
conduit a Ctudier un affaiblissement de (R). En reprenant les notations 
du debut de ce paragraphe nous noterons, pour tout A-module a gauche M 
de type fini, RF(M) la condition suivante. 
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RF(M): Si iV est un sous A-module de M, de type fini, la topologie 
T,(N) est Cgale a la topologie induite par T,-(M) sur N; autrement dit 
pour tout ideal ouvert T de A, il existe un autre ideal ouvert T’ tel que 
9-N 3 FM n N. 
Pour tout A-module P, notons, comme au chapitre I, %fP = hF-ouvert 
Hom,(A/T, P), on a alors la 
PROPOSITION 1.4. Soit A un anneau muni d’une topologie linkaire 27. Les 
assertions uivantes sont tfquivalentes. 
(a) RF(L) est vh$ke pour tout A-module libre de type jini L. 
(b) RF(P) est ve’rifike pour tout A-module de prbentation jinie P. 
(c) Pour tout A-module injectif E, %?E est un sous A-module pur de E. 
Visiblement (b) 3 (a). Montrons (a) => (b). Soit 0 + M + L --f P -+ 0 
une resolution d’un module de presentation finie P oh L est libre de type 
fini. Soit Q un sous A-module de type fini de P, il existe Q’ de type fini 
dans L tel que v-i(Q) = Q’ + M et d’apres (a) pour tout ideal T ouvert 
dans A, il existe un autre ideal ouvert T’ tel que T(Q’ + M) 3 FL n 
(Q’ + M) done T(Q’ + M) $- 1113 (FL + M) n (Q’ + M) ce qui veut 
dire que F-Q 3 .F’P n 0. 







avec L’ et L libres de type fini, E injectif, u injection canonique, il existe 
une fleche w: L -+ F?E telle que i = w 0 v. Or comme L’ est de type fini, 
il existe un ideal Y ouvert tel que i(YL’) = 0 et comme v(L’) est de type 
fini, il existe d’apres (a) un ideal ouvert 9’ tel que Fv(L’) = v(TL’) 3 
FL n v(L’) et j(F’L n v(L’) C j 0 v(FL’) = u 0 i(FL’) = 0, done j se 
factorise en L -@L/FL n v(L’) 4’~ E et on a le diagramme commutatif 
suivant . 




i L/FL n v(L’) y L/FL 0 L/v(L’) (1) 
/ e 
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t est l’injection canonique et comme E est injectif, ‘p se prolonge en vi . 
Si vi’ est la restriction de ‘pi a L/FL et # la surjection canonique L -, L/FL, 
soit w = vi’ 0 I/, il est alors clair que w(L) C %E d’autre part, pour tout 
x EL’, w 0 v(x) = qJl’ 0 * 0 w(x) = ypl 0 t 0 f3 0 V(X) = j 0 v(x) = i(x). 
(c) 2 (a). Soit L un module libre de type fini, P un sous module de 
type fini de L et v: L’ + L tel que v(L’) = P. Soit c: L’ + P ayant m&me 
graphe que V, T un ideal ouvert et E l’enveloppe injective de P/F-P. On a 
une injection CT: PjFP + VE et le diagramme: 
I,’ ---L P”- PIFP?--+WE 
k 
21 1J 1 21 (11) 
L 3 -E 
ou ZJ est l’injection canonique, s la surjection canonique, k l’injection de P 
dans L et j un prolongement a L de u 0 0 0 s: P -+ E. D’apres (c) il existe 
w: L + %E tel que w 0 ZJ = 0 o s o V. Comme L est de type fini, il existe 
un ideal ouvert T’ tel que F’w(L) = w(F’L) = 0 et si x E FL n P, 
il existey EL’ tel que v(y) = x. On a alors 0 = w(x) = w(w( y)) = (J 0 s 0 V(y) 
et comme u est injectif s 0 V(Y) = 0, i.e., x E FP done FL n P = FP. 
CQFD. 
Nous appellerons topologie d’Artin-Rees toute topologie lineaire sur A 
qui verifie les assertions Cquivalentes de la Proposition 1.4. On peut noter 
un premier 
COROLLAIRE. Soient +F? et V’ deux topologies lint!aires & gauche SW un 
anneau A. Si g1 = Sup&?, 97’) et Va = Inf(%‘, V) sont des topologies d’drtin- 
Rees, %’ et v’ sont aussi des topologies d’Artin-Rees. 
En effet, pour tout A-module injectif E, 5FlE = %‘E + ‘YE et %Y2E = 
FE n VE. La conclusion r&&e done de Proposition 1.4 et de [6, Chap. I, 
Sect. 2, Exemple 24(c)]. 
Nous allons donner quelques exemples de topologies d’ilrtin-Rees. 
Remarquons d’abord que les sous modules purs d’un module injectif sont 
purs dans tout module qui les contient, ces modules ont CtC QudiCs recemment 
et independemment par Stenstrom [15] et mon ami R. Goblot qui les a 
appeles absolument purs. Nous rappelons les resultats obtenus dont nous 
aurons besoin: 
(Al’,). Soit A un anneau, M un A-module. Les assertions suivantes 
sont equivalentes: 
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(a) M est absolument pur. 
(b) Pour toute suite exacte 0 -+ N -+ L + P + 0 oti L est libre de 
type fini et N de type fini, la suite 0 + Hom,(P, M) + Hom,(L, M) + 
Hom,(N, M) + 0 est exacte. 
(c) Ext,l(P, ICI) = 0 pour tout module de presentation finie P. 
(AP,). Si A est coherent a gauche, les assertions de (AP,) sont Cquiva- 
lentes aux suivantes. 
(a’) Pour ideal a gauche a de type fini, l’homomorphisme canonique 
Hom,(A, M) ---f Hom,(a, M) est surjectif. 
(b’) Si B est un anneau commutatif, p: B + A un homomorphisme 
de B dans le centre de A et E un B-module fidelement injectif, le A-module 
a droite Home(M, E) est plat. 
Voici les exemples annonds: 
PROPOSITION 1.5. Sur un anneau absolument plat toute topologie linkaire 
est une topologie d’Artin-Rees. 
En effet un tel anneau est coherent et comme tous les modules sont plats 
ils sont absolument purs d’apres (AP,)(b’). 
PROPOSITION 1.6 (R. Goblot). Soit A un anneau cohe’rent commutatif 
&mite inductive plate d’anneaux noethdriens A = I&,, A, . Alors pour tout 
id&al a de type jini, la topologie a-adique est d’Artin-Rees. 
LEMME. Pour qu’un. A-module E soit absolument pur, il faut et il sufit 
qu’il soit injectif sur chacun des A, . 
Soit a, un ideal de A, . On a le diagramme commutatif: 
HomAil(aa , El --=+ Hom,& @A, A, E) 
i 1 
Hom&C, E) 4 Hom,(A, E). 
aor Ctant de type fini, aar aA A est un ideal de type fini de A et si E est 
absolument pur, la flbche verficale de droite est surjective, il en est done 
de m&me de celle de gauche et E est A,-injectif. L’implication inverse 
resulte du fait que tout ideal de type fini de A est de la forme a, Ba, A 
pour un 01 convenable. 
Demontrons alors la proposition: %x,, ~1 tel que a = aa @+, A et on a 
A = lim -.B>ao A, . Si pour tout /3, %‘s designe la topologie aB adrque sur A, 
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oh qi = aa,, @a,, A, , on a, pour tout A-module injectif E, VaE = VE; or 
comme A, est noetherien, %B est d’ilrtin-Rees done VoE est A, injectif 
et %E est absolument pur d’apres le lemme. CQFD. 
PROPOSITION 1.7. Soit A un anneau muni dune topologie d’Artin-Rees. 
Alors les conclusions de la Proposition 1.2 restsnt valables a condition de prendre 
M, N et P de presentation finie. 
En effet, en reprenant la demonstration de Proposition 1.2, E’ est cette 
fois absolument pur et d’apres (API)(c) la suite 0 -+ Hom,(P, E’) + 
Hom,(N, E’) - Hom,(M, E’) + 0 est exacte. 
Enfin dans le cas coherent, on a une caracterisation plus simple des 
topologies d’Artin-Rees. 
PROPOSITION 1.8. Soit A un anneau cohtknt a gauche muni d’une topologie 
lineaire a gauche %‘. Les assertions suivantes sont equivalentes. 
(a) %? est d’Artin-Rees. 
(b) RF(A) est ve’rifee. 
On doit seulement montrer que (b) * (a). Soit E un A-module injectif, 
a un ideal a gauche de type fini. D’apres (APa) il faut montrer que tout 
homomorphisme f: a --f ‘XE se relke en g: A + VE. Comme a est de type 
fini, il existe un ideal ouvert tel que Ye = f(Fa) = 0 et comme RF(A) 
est verifiee, il existe un ideal ouvert 7’ tel que 7-a 2 7’ n a done f  se 
factorise en a + a/Y’ n a +fl VE; fi se prolonge en g,: A/Y’ + E puisque 
E est injectif et comme g,(A/F’) C %TE on voit qu’on peut prendreg = g, 0 F 
oh v  est la surjection canonique A ---f A/F-‘. 
2. Applications h la platitude du s&pare’ complete’ d’un anneau coherent 
PROPOSITION 2.1. Soit A un anneau coherent a gauche muni d’une topologie 
lineaire a gauche V?. Pour que le sipare’ complete’ A de A soit un A-module 
h droite plat, il sujit que V soit une topologie d’Artin-Rees et que le foncteur 
completion soit exact a droite sur la sous categoric pleine de Mod A des modules 
de presentation finie. 
En effet, le s&pare complete 6 d’un ideal de type fini a de A muni de la 
topologie deduite de celle de A s’identifie a a BA a et comme V est d’Artin- 
Rees, 6 s’injecte dans a (cf. Chap. II, Proposition 1.6). 
Les hypotheses de cette proposition sont vCrifiCes quand %? est d’Artin- 
Rees et artinienne (Bourbaki, theorie des Ensembles [6, Chap. III, Sect. 7, 
no 4, Theo&me I, Exemple II]), ou bien quand $? est d’drtin-Rees et qu’il 
y  a un ensemble denombrable d’ideaux formant un systeme fondamental 
de voisinages de 0 [6, Chap. III, Sect. 2, Proposition 1.5, Lemme 21. 
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Voyons une premiere application aux anneaux de series formelles: 
PROPOSITION 2.2. Soit A un anneau noetherien commutatif, a, un ideal 
de A; B = AIXilicl un anneau de polynomes SW A (I ensemble quelconque), 
a l’ideal de B form6 des polynomes dont le coe#cient constant E a, , alors le 
s&pare’ complete’ de B pour la topologie a-adique s’identi$e h l’anneau de series 
formelles A[[Xi]ld , chacune n’ayant qu’un nombre fini de termes de degre 
don& et c’est un A[Xi]-module plat (A- est le separe’ complete de A pour la 
topologie a,-adique). 
En vertu de ce qui precede, il suffit de verifier que la topologie a-adique 
sur B est d’ilrtin-Rees et comme B est coherent, il suffit de verifier RF(B) 
(Proposition 1.8). Pour toute partie finie J de 1, posons B, = A[X&eJ et 
a, = a n B, ; il est clair que aJn = an n BJ . Soit g un ideal de type fini 
de B engendre par P1, Pz ,..., P,, . 11 existe un sous ensemble fini J de 1 
tel que P1 , Pz ,..., P, E B, et tout Clement u de 9 peut s’ecrire sous la forme 
u = Clej (~~~, AAiPi)XA oh les AAi E BJ et / = {(xi) E No) 1 Prj((n,)) = 0 
si j E J}. Posons encore .93 n B, = ~8~ . Soit alors n un entier positif, comme 
gJ est noetherien 3n’ tel que aJn2YJ 3 aJ”’ n gJ , je dis que a%2 3 a”+“’ n LiY. 
En effet, soit u = CAEJ (CE, AAiP,)XA E an+n’ n 9, il est clair que 
Cl,l>la (CL, AAiPi)XA E a%9 et pour 1 /\ j < n, CL, A,iP, E aJn+n’-l’l n 
SZJ C aJ”’ n c@J C aJ%YJ. 
Remarque. Le “gros” anneau de series formelles a[[X,]] est aussi un 
A[X,]-module plat: comme A[X,] est un A[XJ-module plat on peut tout 
d’abord supposer que A = a. Si 29 est un ideal de type fini de B, 3 J fini C I 
tel que 9 = ~~ @sJ B et A[[Xi]]isl@B g = A[[Xi]]ipr @e, ~~ et comme 
A[[Xi]lisr = A[[Xi]]isJ[[Xi]]i~, , l’application canonique A[[Xi]lisr aBJ ZLYJ -+ 
A[[Xi]lis, s’identifiant a l’application BJ[[Xi]liu oBJ L%~ -+ BJ[[Xi]litJ on 
est ramene a prouver que BJ[[Xi]licJ est un B,-module plat, or ceci est 
evident puisque le B,-module BJ[[Xi]licJ s’identifie a (BJ)N”-J’ et que B, 
est noetherien. 
PROPOSITION 2.3. Soit A un anneau muni d’une topologie lineaire artinienne 
a gauche V. Considerons les assertions: 
(i) V est d’Artin-Rees. 
(ii) I1 existe un A-moduleJidelement injectsf E tel que 9?E soit absolument 
pm. 
(iii) A- est un A-module a droite @at. 
Alors (i) o (ii) e (iii) et si A est coherent a gauche les trois assertions 
sont equivalentes. 
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(i) 3 (ii) en vertu de la proposition 1.4. 
(ii) 3 (i). Considerons le diagramme (II) de la demonstration de 
Proposition 1.4 dans lequel 0 est modifie comme suit: soit s(F,L n P) un 
Clement minimal parmi les s(5T n P) pour .F ouvert dans A. Supposons 
que s(&L n P) # (0) alors on prend 0: P/F-P--f %?E ne s’annulant pas 
sur s(F& n P) (c’est possible puisque E est fidelement injectif) et soit 
encore w: L - %E correspondant a u et F’ un ideal ouvert tel que 
.Yw(L) = 0. On voit alors que u(s((& n .Y)L n P)) = 0 ce qui est 
absurde puisque s((& n F’)L n P) = s(FOL n P) en vertu du caractere 
minimal de s(fOL n P). 
(iii) 2 (ii). La demonstration est simple si A est commutatif et 
coherent: on prend en effet pour E l’injectif essentiel associe a A (Ch. I, 
Sect. 2) alors a = Hom,(%E, E) (Chap. II, Proposition 1.1) done si a 
est plat, 2?E est absolument pur, en vertu de ((APa)( en prenant B = A). 
Si A n’est ni commutatif, ni coherent; la demonstration est due a Goblot 
[9, Chap. V, Proposition 131. 
Enfin, on a vu que si A est coherent a gauche (i) 2 (iii). Si on ne suppose 
pas que la topologie W est artinienne, Goblot a don& un exemple qui montre 
que l’on peut avoir (iii) sans avoir (i): on prend un anneau de valuation 
de rang 1 et lineairement compact pour la topologie discrete [6, Chap. III, 
Sect. 2, Exemple 151 A, f un Clement # 0 et 1 de A et B = A/At2 muni de 
la topologie des ideaux non nuls, alors B = B mais si a = Af et F = Af, 
alors Ta = 0 ne contient aucun y  n a pour f  non nul. 
3. Contremodule d’un cog&nkateur injectif 
Le lemme de densite du paragraphe 1 va nous permettre d’etudier le 
contremodule d’un module fidelement injectif. Nous poserons les notations 
suivantes: A est un anneau non necessairement commutatif, E un A-module 
fidelement injectif, R = Hom,(E, E). 
PROPOSITION 3.1. Le R-module E est absolument pur et c’est une extension 
essentielle de son socle. 
Nous dirons qu’un R-module M’ est representable par un A-module M 
si M’ = Hom,(M, E), on a alors 
LEMME. Tout sous R-module de type jhi d’un R-module reprhentable est 
reprhentable. 
En effet, soit M’ = Hom,(M, E) et N’ un sous R-module de type 
fini engendre par fi , fi ,..., fn: M + E. Comme E est injectif, N’ = 
Hom,(M/ny=, ker fi , E). Montrons alors que E est R-absolument pur: 
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soit 0 - N - L - P ---f 0 une suite exacte de R-modules oh L est libre 
de type fini et N de type fini. Alors L est de la forme HomA(En, E) et N 
de la forme Hom,(E*/n%r kerf, , E) d’apres le lemme si N = xz, Rf 
et comme E”/ny=r kerf, est un sous R-module de E”, on peut Ccrire d’apres 
le lemme densite (Sect. 1): 
Hom,(N, E) = Horn, (Hom,~/~~kerf~,E),E)~En~kerf, 
d’autre part Hom,(L, E) = Hom,(Hom,(E”, E), E) ‘v E” et on a le dia- 
gramme commutatif: 
0 __t Hom,(P, E) ----f Hom,(L, E) --+ Hom,(N, E) 4 0 
1 i t 1 ? 
71‘ 111 
0 - 2 kerfi ----- En -+ E” In ker fi 4 0 
i=l 
ce qui montre que la premiere suite horizontale est exacte et done que 
E est R-absolument pur (Sect. 1 (API)(b)). 
Pour tout Clement x de E on a Rx = Hom,(Ax, E) et le lemme ci-dessus 
montre done que si Ax est A-simple, Rx est R-simple. Maintenant si y  E E 
n’est pas nul, il existe un ideal maximal m de A contenant Ann, y. Comme 
E est un cogenerateur dans Mod A, il existe x E E tel que Ax _N A/m done 
v: E - E tel que v(y) = x puisque Ann, y  C Ann, x et Rx C Ry; ce qui 
demontre la deuxieme partie de la proposition. 
Les notions de module absolument pur et de module injectif etant assez 
voisines, on peut se demander si E n’est pas R-injectif. La proposition 
suivante montre qu’il n’en est rien en general. 
PROPOSITION 3.2. A est maintenant suppose’ commutatif. 
Avec les mdmes notations supposons E R-injectif. Soit G? la topologie SW A 
ayant pour syst2me fondamental de voisinages de 0 les intersections finies d’idkaux 
abrith, AA le s&are’ compleh! et E’ l’enveloppe injective du socle de E. Alors A- 
est un anneau linkairement compact pour la topologie discrPte (en abrkge’ 1.c.d.) 
E’ a une structure de A--module et c’est un A  ^ cogthnkateur injectif, extension 
essentielle de son socle. Autrement dit A  ^ possPde une dualite’ de Morita induite 
par E’, en suivant la terminologie de [14]. 
La demonstration se fait en plusieurs &apes. Nous aurons a utiliser 
la notion de module lineairement compact telle qu’elle est developpee dans 
les exercices 15 a 20 du [6, Chap. III, Sect. 21. 
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(1) E est un A-module led: soit M un sous A-module de E, on sait 
que l’application 4: E/M + Hom,(Hom,(E/M, E), E) est injective or 
Hom,(E/M, E) t es un ideal de Hom,(E, E) = R done comme E est suppose 
R-injectif, tout R-homomorphisme a: Hom,(E/M, E) --t E peut se definir 
par N.(U) = U(X) pour un x E E/M et $J est surjective. Si maintenant (M& 
est une famille filtrante decroissante de sous A-modules de E, &TJ E/Mi = 
Hom,(h Hom,(E/Mi , E), E) or on a une injection lit~ Hom,(E/Mi , E) + 
Hom,(E, E) = R done une surjection E = Hom,(R, E) -+ Hom,(l& 
Hom,(E/Mi , E), E) = @J E/Mi ce qui prouve que E est complet pour la 
topologie definie par les (M& . 
(2) Le socle de E est alors de longueur finie (Exercice 20(a)), ce qui 
montre deja qu’il n’y a qu’un nombre fini de types de modules simples 
dans Mod A. Soit alors E’ l’enveloppe injective de ce socle qui est done 
aussi 1.c.d. Posons R’ = Hom,(E’, E’). 
LEMME. R’ est un anneau 1.c.d. et E’ est un cogtht%ateur injectifde Mod R’, 
extension essentieile de son so&e. 
Le lemme est un cas particulier du theoreme de Morita de [9, Chap. V, 
Theo&me 93 nous donnons une demonstration directe. 
Tout ideal Y de R’ est representable: soit I = &ET kerf, alors 
Hom,(E’/I, E’) 3 F. Inversement soit p: E’/I ---f E’, ker p est intersection 
finie de modules abrites dans E’/I puisque Im 9) est extension essentielle 
de son socle qui est de longueur finie done ker g, contient un kerf, car dans 
un module 1.c.d. la topologie definie par les intersections finies de sous 
modules abritCs est la moins fine des topologies &par&es (Exercice 18). 
D’autre part 9: E’/f -+ Hom,(Hom,,,(E’/f, E’), E’) est surjective puisque 
Im $ est a la fois dense (lemme de densite) et ferme (Exemple 16). On a done 
le diagramme commutatif: 
HomR(R’, E) --+ Hom,(F, E) 
1 1 
92 
E’ ____f E’jI - 0 
les deux fleches verticales sont des isomorphismes done la f&he 
Hom,(R’, E) + Hom,(F-, E) est surjective et E est bien R’-injectif. 
R’ est 1.c.d.: soit (Y&, un sysdme filtrant decroissant d’ideaux de R’ et pour 
tout i posons Ii = &r, kerf, alors R’/q = Hom,(& , E’) et lim R’/Fi = 
Hom,(b Ii , E’), il en resulte que la flkche R’ = Hom,(E’, E’) + lim R’/Fi 
est une surjection. 
Enfin tout ideal maximal m’ de R’ est representable et 3x E E’ tel que 
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R'/m' = Hom,(Ax, E’) = R'x. E' est une R’-extension essentielle de son 
socle d’aprks Proposition 3.1. 
(3) Pour un module quelconque, il revient au m&me de dire que son 
socle est de longueur finie et qu’il en est extension essentielle ou de dire 
que 0 est une intersection finie de sous modules abritks. Done si 9 est 
un ideal du systbme fondamental de voisinages ouverts de V, A/Y se plonge 
dans un E'" et le lemme de densit montre que A/F = Hom,,(Hom,(A/F, 
E'), E’) done a = Hom,(E’, E’) puisque b Hom,(A/F, E’) = E'. D’autre 
part comme l’annulateur de toute famille finie d’&ments de E’ est ouvert 
pour %, on peut munir E’ d’une structure de a-module (comme dans la 
dkmonstration du thCorCme de structure des modules artiniens au chapitre I) 
et il y  a alors identitk entre sous a-modules et sous A-modules de E’ qui 
est done a-1.c.d. Cette structure de a-module n’est autre que la structure 
de contremodule du RI-module E'. 
(4) D’aprks (2) E' est un cogCnCrateur injectif de Mod R', done E' 
est a-absolument pur d’aprb Proposition 3.1 et comme il est aussi a-1.c.d. 
d’aprks (3), il est A^-injectif [9, Chap. V, Lemme 141. 
(5) Enfin puisque E' est A^-injectif, a est un anneau 1.c.d. et E’ est 
un cogCnCrateur injectif de Mod d, extension essentielle de son socle par 
application de (2) oh A est remplack par R' et R‘ par A. En particulier, 
il rksulte facilement de (Chap. I, Proposition 2.2) que a est un A-module 
g droite fidklement plat. 
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